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In diesem Seminar beschéftigen wir uns mit den algebraischen Grundlagen der Theorie der
quadratischen Formen. Sei K ein Koérper und n € N. Eine quadratische Form iiber K ist eine
Funktion

n
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fiir gegebene o;; € K. Zum Beispiel ist
fz,y) =2 4 3y* + Say

eine binére quadratische Form {iber Q. Die Theorie der quadratischen Formen ist von groffer math-
ematischer Schonheit und Tiefe. Da sie eng mit Bilinearformen verwandt sind, gelten quadratische
Formen heute oft als Teil der linearen Algebra. Sie sind aber auch in Zahlentheorie und Geometrie
von Bedeutung. Zwei zentrale Fragen, welche wir in diesem Seminar behandeln wollen, sind:

e Wie konnen wir quadratische Formen iiber einem Korper K klassifizieren?

e Es sei f eine quadratische Form tiber K und m € K gegeben. Wie konnen wir bestimmen,
ob die Gleichung f(z1,...,2,) = m eine Losung mit x1,...,x, € K hat?

Quadratische Formen sind seit der Antike bekannt und haben in der Entwicklung der modernen
Mathematik immer wieder eine wichtige Rolle gespielt. Uber mehrere Jahrhunderte hinweg haben
die fliihrenden Mathematiker Threr Zeit — Fermat, Lagrange, Euler, Gauss und viele weitere —
wichtige Beitrage zur Theorie der quadratischen Formen geliefert, und diese haben dadurch eine
wegweisende Rolle insbesondere in der Entwicklung der algebraischen Zahlentheorie eingenommen.

Ausgehend von der Entwicklung der abstrakten Algebra zu Beginn des 20. Jahrhunderts wur-
den dann bedeutende Fortschritte zur Klassifikation und Losbarkeit quadratischer Formen erzielt,
unter anderem von Hasse, Minkowski, Witt und Pfister, die ihrerseits wiederum Einfluss auf die
Entwicklung der Algebra und zum Beispiel der arithmetischen Geometrie hatten.

Auf beide Entwicklungsstriange wollen wir in diesem Seminar eingehen: Unsere Hauptreferenz
hierfiir ist das Buch | ] von Winfried Scharlau, welches als Ebook in der Bibliothek verfiighar
ist. Beachten Sie, dass die Quellen auf englisch geschrieben sind, der Vortrag soll aber als Tafelvor-
trag auf Deutsch gehalten werden. Unklarheiten bei der Ubersetzung kénnen gegebenenfalls bei
der Vorbesprechung geklart werden.

Kontaktieren Sie bitte Herrn Heuer im Vorfeld des Seminars rechtzeitig, am besten
mindestens drei bis vier Wochen vor dem Seminar, damit wir eine Vorsprechung vereinbaren
konnen. Hier haben Sie die Moglichkeit, die Ausarbeitung IThres Vortrags zu besprechen und
Fragen zu stellen. Diese Vorbesprechung kann auf zoom erfolgen.

Beachten Sie bitte auch unsere allgemeinen Tipps und Hinweise zur Vorbereitung eines gelun-
genen Seminarvortrages unter folgendem Link: https://www.uni-frankfurt.de/134848419.pdf.


https://www.uni-frankfurt.de/134848419.pdf

Vortrag 1: Bilinearformen und Quadratische Formen

Referenz: [ , 81.1-1.2, S.1-6]

Besprechen Sie die Definition von Bilinearformen (Definition 1.1) und Isometrien (Definition
1.4). Beweisen Sie Lemma 1.5. Definieren Sie dann quadratische Formen (Definition 1.7) und
besprechen Sie im Detail die Aquivalenz zwischen quadratischen Formen und Bilinearformen im
Falle Char(K) # 2 (Lemma 1.8, Remark 1.9). Besprechen Sie dann noch die Matrixschreibweise,
§2 bis zum dritten Satz auf Seite 6 (“Each problem...”).

Vortrag 2: Orthogonale Zerlegung

Referenz: [ , §1.2-81.3, 5.6-8]

Besprechen Sie die adjungierte Transformation (S.6 ab “For V' a vector space...”, Definition 2.3
und Lemma 2.4). Fithren Sie den Begriff der Orthogonalitét ein (Definition 1.2, Lemma 1.3) und
beweisen Sie Lemma 2.5.

Besprechen Sie zweitens die Orthogonalzerlegung, §3 bis einschliefilich Lemma 3.7. Folgern Sie,
dass jede quadratische Form &dquivalent ist zu einer quadratischen Form

n 2
qg(z1,...,zn) = 12} + - + apz;,

flir gewisse aq,...,a, € K.

Vortrag 3: regulare Unterraume

Referenz: [ , 81.5]

In diesem Vortrag geht es darum, die Klassifikation bilinearer Ra&ume auf jene reguldrer Rdume
zuriickzufiihren. Besprechen Sie hierfiir zunéchst Theorem 3.8 mit Beweis. Besprechen Sie regulére
Komponenten (Definition 3.9 und Corollary 3.10). Beweisen Sie Lemma 3.11 und Corollary 3.12.

Definieren Sie als zweites Thema die orthogonale Summe bilinearer Rdume (Definition 3.13).
Geben Sie dann Beweise fiir die Aussagen in Definition 3.13, Lemma 3.14 und Lemma 3.15. Be-
sprechen Sie schliellich noch die Determinante, Definition 3.16 und 3.17.

Vortrag 4: Hyperbolische Raume

Referenz: [ , 81.4]
Erklaren Sie den Begriff des isotropen bilinearen Raumes, indem Sie Definition 4.1 vollstédndig

besprechen. Besprechen Sie dann hyperbolische Rédume (Lemma 4.2 und Definition 4.3). Disku-
tieren Sie Lemma 4.4 und geben Sie einen Beweis.

Beweisen Sie dann die Charakterisierung hyperbolischer Rdume in Theorem 4.5 und Corol-
lary 4.6. Geben Sie Definition 4.7 und folgern Sie Corollary 4.8 und 4.9. Wenn die Zeit dies
zulésst, konnen Sie auflerdem noch kurz Definition 4.10 und Lemma 4.11 besprechen.

Vortrag 5: Der Satz von Witt
Referenz: |[. , 81.5]

In diesem Vortrag beweisen wir einige zentrale Strukturresultate iiber bilineare Raume:

Besprechen Sie zunéchst Reflexionen (Definition 5.1, Lemma 5.2). Diskutieren Sie dann Theo-
rem 5.3 (Satz von Witt) und Theorem 5.5 mit Beweis (insbesondere Lemma 5.6). Erwéhnen Sie
kurz die genauere Aussage Theorem 5.4 ohne Beweis.

Folgern Sie dann den Kiirzungssatz von Witt (Corollary 5.8) und besprechen Sie Corollary 5.9
und Definition 5.10, und schlieflich den Zerlegungssatz Corollary 5.11.



Vortrag 6: Der Grothendieck—Witt Ring: Konstruktion

Referenz: [ , §2.1], S.29-33 bis einschlieflich Remark 1.10.

Definieren Sie den Raum W (K) der Isometrieklassen quadratischer Formen und erliutern Sie
dessen Halbgruppen-Struktur (S.29). Besprechen Sie die Konstruktion der Grothendieck-Gruppe
(Theorem 1.1 und Lemma 1.3). Geben Sie kurz das Beispiel Rt = N und R = Z.

Besprechen Sie dann die Multiplikationsstruktur auf W+ (K), indem Sie das Kronecker-Produkt
® einfithren (Definitionen 1.4 und 1.7). Erwéhnen Sie hierfiir ggf. auch Remark 1.12.(ii). Beweisen
Sie Lemma 1.5, Corollary 1.6 und Theorem 1.8. Definieren Sie schliefllich den Grothendieck-Witt
ring (Definition 1.9) und besprechen Sie im Detail Remark 1.10.

Hinweis: Um die Konstruktionen zu motivieren, kénnte es Sinn ergeben, erst @ zu besprechen
und erst dann Theorem 1.1 zu besprechen. Diese Entscheidung ist Thnen iiberlassen.

Vortrag 7: Der Grothendieck—Witt Ring: Eigenschaften & Beispiele

Referenz: [ , §2.1-82.8], 5.34-37 und S.39.

Beweisen Sie Theorem 1.11. Stellen Sie dann Dimension und Determinante als Morphismen
von W(R) vor, besprechen Sie hierfiir im Detail §2.2 bis einschlieBlich Definition 2.1. Beweisen Sie
als Anwendungen Theorem 3.1.

Besprechen Sie dann Lemma 3.7 ohne Beweis' und folgern Sie daraus Theorem 3.8. Um die
Bedeutung dieses Resultats zu unterstreichen, erwdhnen Sie als Anwendung noch ohne Beweis
Corollary 3.11 (S.40), sowie Theorem 3.4 aus Kapitel 5 (S. 175).

Vortrag 8: Der Grothendieck—Witt Ring: geordnete Korper

Referenz: |[. , 82.4], S.40-44

Fiihren Sie geordnete Korper ein (Definition 4.1 und Remark 4.2). Besprechen Sie den Sylvester-
schen Trégheitssatz in diesem Kontext (Definition 4.3 und Theorem 4.4) und die Signatur als
Homomorphismus von W (R) (Definition 4.5).

Beweisen Sie als zweiten Teil Thres Vortrags die Strukturaussagen iiber W (R) fiir euklidische
und pythagoréische Korper aus Corollary 4.8 und Theorem 4.10 (hier reicht es aus, (i)< (ii) zu
zeigen) und Remark 4.11. Erwéhnen Sie das Beispiel K = R.

Vortrag 9: Der Satz von Pfister

Referenz: |[. , §2.10], S.69-72 bis einschlieflich Definition 10.10.

Dieser Vortrag beschéftigt sich mit der Frage, welche o € K sich als Losungen einer gegebenen
quadratischen Form ¢ : V' — K schreiben lassen, also o = ¢(z) fiir ein z € V.

Definieren Sie multiplikative quadratische Réume (Definition 10.1) und besprechen Sie im Detail
den Beweis von Lemma 10.4. Besprechen Sie dann den Satz von Pfister (Corollary 10.5) und
behandeln Sie auch die historischen Beispiele fiir n = 0,1, 2 auf S.71.

Besprechen Sie als zweite Anwendung Definition 10.6 und Theorem 10.8. Besprechen Sie
schlieBlich noch die Definition der Pfister-Form (Definition 10.10).

Vortrag 10: Quaternionalgebren

Referenz: [ , 82.11], S.74-78 bis einschlieflich Definition 11.12.

In diesem Vortrag geht es um eine algebraische Struktur, die niitzlich ist um quadratische
Formen zu studieren: Quaternionalgebren. Besprechen Sie Definition 11.1 und geben Sie kurz
das Beispiel der Hamilton-Quaternionen K = R, (a,b) = (—1,—1). Besprechen Sie dann die

1Vorsicht, hier ist ein kleiner Tippfehler im Buch: statt IF;; /F;f sollte hier IF; /IF;,(Q stehen.



Lemmas 11.2 bis 11.6, und definieren Sie Spur und Norm (Definition 11.5). Besprechen Sie im
Detail Remark 11.7 um den Zusammenhang zu quadratischen Formen zu illustrieren.

Erlautern Sie als zweites Thema, wie man Quaternionalgebren benutzt, um Aquivalenzen
quadratischer Formen zu studieren (Theorem 11.9-Theorem 11.12 mit Korollaren).

Vortrag 11: Binare Quadratische Formen iiber Z nach Gauf3

Referenz: [ , §2A]

Fiithren Sie binédre quadratische Formen iiber Z ein, und definieren Sie, wann diese “primitiv”
sind. Besprechen Sie die Begriffe der Aquivalenz und eigentlichen Aquivalenz. Definieren Sie die
Determinante. Besprechen Sie dann im Detail Theorem 2.8 von Gaufl mit Beweis. Stellen Sie
aulerdem die daran anschliefende Diskussion vor, bis einschliefllich Theorem 2.12. Geben Sie
dann noch die Tabelle (2.14) an (erste 5 Eintrége).

Hinweis: Weitere Informationen, insbesondere zu den Beweisschritten in Theorem 2.8, finden
Sie in [, , 5.36-88]. Ob Sie dieses Buch hinzuziehen wollen, ist aber Ihnen tberlassen.

Vortrag 12: Primzahlen als Summe von Quadraten nach Lagrange

Referenz: [ , §1, §2A-B]
Ziel des Vortrags ist der Beweis des folgenden Satzes von Fermat ([ , Theorem 1.2]):

Satz: Fiir eine Primzahl p > 2 gibt es x,y € Z mit p = 2% + y? genau dann, wenn p = 1 mod 4.

Erkldaren Sie hierfiir zunédchst, was es bedeutet, dass m € Z durch eine quadratische Form
“dargestellt” bzw. “eigentlich dargestellt” wird (§A, (2.1)). Besprechen Sie die Verbindung zu
eigentlicher Aquivalenz (Lemma 2.3). Geben Sie die Definition des Legendre-Symbols (S.12) und
besprechen Sie Lemma 2.5, Corollary 2.6 und die Diskussion unten auf S.24. Folgern Sie Propo-
sition 2.15. Mithilfe von Tabelle (2.14) zeigt dies, dass es fiir eine Primzahl p > 2 genau dann
x,y € Z gibt mit p = z? + 32, wenn (’71) =1.

Zeigen Sie nun Lemma 1.7. Erkldren Sie schliellich Eulers Beweis dass (%) = 1 genau dann
wenn p = 1 mod 4 (Mitte S.11). Alternativ kénnen Sie hierfiir | , Lemma 3.9] verwenden.
Dies beweist den Satz von Fermat!

Wenn die Zeit dies zulasst, konnen Sie noch skizzieren, wie man auf ahnliche Weise erklaren

kann, welche Primzahlen von der Form z? + 3y? und 2% + 7y? sind ([ , 28B])
Hinweis: Fs ist sicher hilfreich (und spannend!) zur Vorbereitung Ihres Vortrags zundchst
[ , Kapitel 1] zu lesen, welches eine historische und mathematische Ubersicht gibt (Sie missen

die Beweise hierzu nicht im Detail studieren). Dies ist aber Ihnen iberlassen.
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